Capitulo 1

Introduccion

En este curso, estudiaremos algunas nociones de Analisis (convergencia,
continuidad) en el contexto de los ntimeros reales R.

Asumiremos familiaridad con los nimeros racionales Q (i.e. nimeros de
la forma m/n, donde m y n son enteros, n # 0)

El sistema de los ntimeros racionales es inadecuado para algunos propo-
sitos, por ejemplo, no existe racional p, tal que p? = 2.

Esto lleva a la introduccion de los llamados niimeros irracionales, que
son generalmente representados por su expansion decimal infinita y se con-
sideran aprozrimados por las expansiones decimales finitas. La secuencia

1,1,4,1,41,1,414,1,4142, ...
tiende a v/2, en algin sentido que sera definido més adelante.
Ejemplo 1.1. Veamos que la equacion
P =2 (1.1)

no es satisfecha por ningin racional p. Si existe tal p podriamos escribir
p =m/n, con my n no ambos pares. Esto implicaria que

m?* = 2n>. (1.2)

Esto prueba que m? es par. Luego m es par (si m fuese impar, m? tambien
serfa impar), luego m? es divisible por 4. Sigue que el lado derecho de (1.2)
es divisible por 4, y por tanto, n? es divisible por 2. Sigue que n es par.



Examinemos este ejemplo un poco més de cerca. Sea A el conjunto de
todos los racionales positivos p, tales que p? < 2 y sea B el conjunto de todos
los racionales positivos p, tales que p? > 2. Mostraremos que A no contiene
un elemento mayor y B no contiene un elemento menor.

Maés precisamente, para todo p en A podemos encontrar un ¢ en A, tal
que p < q.

Para ver esto, asociemos a cada racional p > 0, el nimero

p2—2_2p—2

—p— = . 1.3
=r p+2 p+2 (13)
Luego,
2(p* -2
qZ—QZM. (1.4)
(p+2)?

Claramente g es racional y si p estd en A, entonces, q esti en Ay p < q.
Anélogamente, si p estd en B, entonces, q estd en By ¢ < p.

El proposito de la discusion anterior ha sido mostrar que el conjunto
de los nimeros racionales posee ciertos agujeros, a pesar del hecho de que
entre dos numeros racionales, siempre existe otro (por ejemplo: si r < s,
r < % < s). El sistema de ntimeros reales rellena estos agujeros. Esta es la
razon fundamental de su importancia en el Anéalisis.

Definicién 1.1. Si A es un conjunto (cuyos elementos son niimeros o cual-
quier otro tipo de objetos), escribimos € A para indicar que z es un ele-
mento de A (o que x pertenece a A).

Si 2 no es un elemento de A, escribimos = ¢ A.

Llamaremos conjunto vacio al conjunto que no posee ningtun elemento.
Si un conjunto posee al menos un elemento, decimos que es no-vacio.

Si A y B son conjuntos, y todo elemento de A es un elemento de B, de-
cimos que A es un subconjunto de B y escribimos A C B. Si ademas, existe
un elemeto de B que no estéa en A, decimos que A es un subconjunto propio
de B. Note que A C A para todo conjunto A.

Si AC By B C A escribimos A = B. Caso contrario A ¢ B.



1.1. Conjuntos ordenados

Definiciéon 1.2. Sea S un conjunto. Un orden en S es una ralaciéon, deno-
tada por <, con las siguientes dos propiedades

» Sixz,y € S, una y solo una de las siguientes relaciones
r<yy<z,r=y (1.5)
es verdadera.

» Dados z,y,2 € S,siz <yyy< z entonces x < y.

La expresion “z < y” es leida como “z es menor que .
A veces, es mas conveniente utilizar la expresion y > x en vez de x < y.

La notaciéon =z < y indica que x < y o x = y, sin especificar cual de las
dos relaciones es verdadera. En otras palabras, x < y es la negacion de x > y.

Definiciéon 1.3. Un conjunto ordenado, es un conjunto S, donde existe
un orden definido.

Ejemplo 1.2. Podemos definir un orden en el conjunto de los ntimeros na-
turales
N:={1,2,3,...}

diciendo que dados m,n € N
m<n < existepe N:m+p=n.

Definicién 1.4. Supongamos que S es un conjunto ordenado y £ C S. Su-
pongamos que existe # € S, tal que para todo x € F, se tiene que z < 3. En
este caso decimos que F es acotado superiormente y que [ es una cota
superior de F

Cotas inferiores se definen de manera anéloga.

Definiciéon 1.5. Supongamos que S es un conjunto ordenado, £ C Sy FE
es acotado superiormente. Supongamos que existe o € S, con las siguientes
propiedades:

= « es una cota superior de F



= Si v < a, entonces v no es una cota superior de F.

En este caso decimos que « es la menor cota superior de F, o el supremo
de F, y escribimos
a=supF (1.6)

La mayor cota inferior, o infimo, de un conjunto F acotado inferiormente,
se define de la misma manera: La expresion

a=mfFE (1.7)

indica que « es una cota inferior de F y que para todo v > «, 7 no es una
cota inferior de F.

Ejemplo 1.3. Podemos definir un orden en los racionales Q, estipulando
que, para todo p,q € Q

p < q <= q— p es positivo.

En este caso, el conjunto A del Ejemplo 1.1, es acotado superiormente. De
hecho, el conjunto de las cotas superiores de A son los elementos de B. Ya
que B no contiene menor elemento, A no posee supremo en Q.

Observacion 1.1. Si a = sup E, entonces a puede o no pertenecer al con-
junto E. Por ejemplo, si F es el conjunto de todos los » € Q tal que » < 0
y Es, el conjunto de todos los r € QQ tal que » < 0, entonces

sup By =sup E, =0 (1.8)
y 0e EQ,O ¢ El-

Ejemplo 1.4. Considere el conjunto £ = {1, %,%, }l,...}. En este caso

sup E = 1, que pertenece a E y inf £ = 0, que no pertenece a E.

Definiciéon 1.6. Decimos que un conjunto ordenado S posee la propiedad
del supremo si, para todo subconjunto £ C S, no-vacio, acotado superior-
mente, existe un elemento o € S, tal que sup £ = a.

El Ejemplo 1.3 muestra que el conjunto de los racionales Q no posee la
propiedad del supremo.

Ejercicio 1.1. Suponga que el conjunto ordenado S posee la propiedad del
supremo. Muestre que S tambien posee la propiedad del infimo: dado un
subconjunto B C S, no-vacio, acotado inferiormente, considere el conjunto
L de las cotas inferiores de B.

= Provar que L es acotado superiormente.

= Provar que existe g € S, tal que g = inf B.



1.2. Cuerpos

Definicion 1.7. Un cuerpo, es un conjunto F', munido de dos operaciones
llamadas adicién y multiplicaciéon, que satisfacen las siguientes propieda-
des, llamadas axiomas de cuerpo:

» Para todo x,y € F, su suma x +y y su producto x -y pertenecen a F'.
» Conmutatividad: z +y =y +x, -y =y -x para todo x,y € F.

» Asociatividad: (z+y)+z=2+(y+2), (r-y)-z2==x-(y-z) para todo
x,y,z € F.

= F' contiene un elemento 0, tal que 0 + x = x para todo = € F'.
= F contiene un elemento 1 # 0, tal que 1-x = x para todo x € F.

= Para todo x € F, existe un elemento en F, denotado por —zx, que
satisface x + (—z) = 0.

» Para todo x € F, x # 0 , existe un elemento en F, denotado por 1/z,
que satisface x - (1/z) = 1.

» Distributividad: - (y + 2) = 2 -y + = - z para todo z,y,z € F.
Observacion 1.2. Generalmente, por conveniencia, escribiremos

x
Ty, T — vy, =, x+y+ 2 xyz, 22, 23, 2z, 3z
Y

en vez de
x-y,x—i—(—y),x-(1/y),(:v+y)+z,(x-y)-z,m-x,x-x-x,x—i—x,x—i—x—i—x.

Observacion 1.3. Los axiomas de cuerpo son satisfechas por los racionales,
con las definiciones usuales de suma y producto. Por lo tanto, Q es un cuerpo.

Ejercicio 1.2. Mostrar que las siguientes propiedades de la adicién son va-
lidas para todo cuerpo F'y para todo x,y,z € F.

» Siz+y=ux+ 2z, entonces y = z.
» Si x+y =z, entonces, y = 0.
= Siz+y =0, entonces, xr = —y.

u —(—ZL’) = XT.



Ejercicio 1.3. Mostrar que las siguientes propiedades, anélogas para la mul-
tiplicacion, son validas para todo cuerpo F'y para todo z,y,z € F.

» Sizy=uzzyx#0, entonces y = 2.
» Sizy=xy x #0, entonces, y = 1.
» Sizy =1, entonces, x = 1/y.
» Siyx #0, entonces 1/(1/x) = .
Ejercicio 1.4. Provar las siguientes propiedades, para todo x,y,z € F
m 0-2=0.
» Siz#0yy#0, entonces, zy # 0.
= (—x)y =2(-y) = —(2y).
= (—z)(—y) = zy.

Definiciéon 1.8. Un cuerpo ordenado es un cuerpo F', que ademés es un
conjunto ordenado, que satisface las siguientes propiedades

= Para todo x,y,z € F, con y < z, se tiene x +y < x + 2.
= Para todo x,y € F', con x > 0, y > 0, se tiene que zy > 0.

Si z > 0 decimos que z es positivo y si z < 0, negativo.
Por ejemplo, Q es un cuerpo ordenado.

Algunas reglas habituales para trabajar con desigualdades con listadas a
continuacién

Ejercicio 1.5. Provas que las siguientes propiedades son validas en todo
cuerpo ordenado.

= Si x> 0 entonces —x < 0 y vice-versa.

Siz>0yy< zentonces xy < xz.

Sixz<0yy< zentonces xy > xz.

Si x # 0 entonces x2 > 0. En particular 1 > 0.

Si0 <z <yentonces 0 < 1/y < 1/x.



1.3. El cuerpo de los reales.

Teorema 1.1. Existe un cuerpo ordenado R, que posee la propiedad del
supremo. Ademas, R contiene a QQ como sub-cuerpo.

La ultima afirmacién indica que Q C R y que las operaciones de adicion
y multiplicaciéon, cuando son aplicadas a miembros de Q conciden con las
operaciones usuales en Q.

Referimos al lector a la referencia [1], Teorema 1.19 para una prueba de
este teorema.

Ejercicio 1.6. Para todo =,y € R se tiene que:
= si z > 0, el conjunto
A= {x,2z,3zx,4x,...}.
no es acotado superiormente.
» si x <y, existe un racional p € Q, tal que x < p < y.

Ejercicio 1.7. Sean a,b € R tales que 0 < a < by n > 1, entero positivo.

Muestre que
V' —a™ < (b—a)nb™? (1.9)

Teorema 1.2. Para todo real x > 0 y para todo entero n > 1, existe un
unico real positivo y, tal que
y"=x. (1.10)

Prueba. Claramente existe como méximo un y satisfaciendo (1.10) ya que si
0 < y1 < ya, entonces y7 < ys.

Sea E el conjunto de todos los niimeros reales positivos ¢, que satisfacen
" < x.

El conjunto E es no-vacio: considere ¢t = 5. Se tiene que ¢ < 1y por
tanto t" <t < x. Luego t € E.

E es acotado superiormente: si t > z + 1 entonces x < t < t". Luego
t# E y x+ 1 es una cota superior de F.

Luego, existe y = sup F.

Supongamos, en primer lugar, que y™ < z. En este caso, podemos consi-
derar h, 0 < h < 1, tal que

n

r—y

h< ————.
n(y+ 1)»1

(1.11)



Del ejercicio 1.7 tenemos
(y+h)"—y" <hn(y+h)" " <hn(y+ )"t <z—9y" (1.12)

Luego (y + h)" <xy y+ h € E. Esto contradice que y es una cota superior
de E.

Suponga ahora que y" > x. Considere

p=Y 7 (1.13)

nyn—l :

Luego y — k > 0. Observemos que y — k es una cota superior de £: Suponga
que t > y — k. Luego

Y -t <y < (y—k)" <kny" =9y —x (1.14)

Luego t" >z y t ¢ E. Esto prueba que y — k es una cota superior de E.
Como k > 0, esto dltimo contradice el hecho que y es la menor cota
superior de FE.
Por lo tanto, y" = x.
O

Observacion 1.4. El tnico real positivo y, que satisface y* = x, es llamado
raiz enésima de z y es denotado por z'/".

Ejercicio 1.8. Sean a,b reales positivos y n > 1 entero positivo, muestre
que
(ab)¥/™ = a*/mpt/m (1.15)



Capitulo 2

Conjuntos Finitos

2.1. Funciones

Definicion 2.1. Considere dos conjuntos A y B y suponga que a cada ele-
mento x € A es asociado un elemento de B, denotado por f(z). En este caso
decimos que f es una funciéon de A a B y utilizamos la notacion

f:A—B.
Los conjuntos A y B son llamados dominio y co-dominio de la funcién f.

Definicion 2.2. Sean A y B dos conjuntos y f una funciéon de A a B. Si
E C A, definimos la imagen del subconjunto F por f, al conjunto

f(E):={f(z):zeE}.

En particular, decimos que f(A) es el rango de la funcion f.

Claramente tenemos que f(A) C B. En caso que f(A) = B decimos que
la funcion f es sobreyectiva. En este caso, para todo y € B existe al menos
un z € A, tal que f(z) = y.

Si E C B, f~'(E) denota al conjunto de elementos de A tales que f(z) €
E. En este caso, decimos que f~'(E) es la imagen inversa de E por f. Si
y € B, f7'(y) es el conjunto de todos los x € A tales que f(x) = y. Si
para todo y € B, f~!(y) consiste en, como méximo un elemento, decimos
que la funcién f es inyectiva. Equivalentemente, una funcién f : A — B es
inyectiva si para todo 1, x5 € A con z1 # x9, se tiene que f(x1) # f(z2).

Decimos que una funcién f : A — B es biyectiva si es inyectiva y sobre-
yectiva. En este caso tambien decimos que f es una biyeccion entre A y B.



2.2. Numeros Naturales

Toda la teoria de los numeros naturales puede ser deducida de los axio-
mas abajo conocidos como los Axiomas de Peano.

Admitimos la existencia de un conjunto N, cuyos elementos son llamados
nimeros naturales y una funcién s : N — N. Para cada n € N, el niimero
s(n), valor que la funcién f asume en el punto n, es llamado sucesor de n.

La funcién s satisface los siguientes axiomas:

P1 s : N — N es inyectiva. Dos nliimeros que tienen el mismo sucesor son
iguales.

P2 Existe un nico nimero natural que no es sucesor de ningtn otro. Este
nimero es llamado 'uno’ y es representado por el simbolo 1. En otras
palabras,

s(N) = N\{1}.

P3 (Principio de Induccién). Si X C N es un subconjunto que satisface las
siguientes propiedades:

n 1 e X,
» Para todo n € X, se tiene que s(n) € X.

Entonces, X = N.

El Principio de Induccién tambien puede ser enunciado de la siguiente
manera:

Sea P una propiedad referente a los ntimeros naturales. Si 1 goza de la
propiedad P y si del hecho que un niimero natural n goza de la propiedad
P, se puede concluir que s(n) goza de la propiedad P, entonces todos los
nimeros naturales gozan de dicha propiedad.

Ejemplo 2.1. Supongamos que queremos probar que ningtin natural puede
ser sucesor de si mismo. Definimos

X ={neN:s(n)#n}

El objetivo es probar que X = N. Utilizemos el Principio de Induccién:



» Del axioma P2, para todo natural n € N, 1 # s(n). En particular,
1 # s(1). Luego 1 € X.

» Supongamos que n € X. Luego s(n) # n. Del axioma P1 tenemos que
s(s(n)) # s(n). Luego s(n) € X.

Luego, sigue del axioma P3, que X = N, o sea, s(n) # n, para todo
n € N.

En el conjunto N de los niimeros naturales, son definidas dos operaciones
fundamentales: la adicion, que asocia a cada par de numeros (m, n) su suma
m-+n, y la multiplicacion, que hace corresponder al par (m, n) su producto
m - n. Estas operaciones son caracterizadas por las siguientes igualdades,
validas para todo m,n € N, que les sirven de definicion:

» m+1=s(m)

» m+s(n) =s(m+n)
=m-1l=m
sm-(n+1l)=m-n+n

El lector puede consultar la referencia [2| para una demostracion de
las siguientes propiedades de la adicion y multiplicacion, validas para todo
m,n,p € N:

Conmutatividad: m+n=n+m, m-n=n-m.

Asociatividad: (m+n)+p=m+ (n+p), (m-n)-p=m-(n-p)

Distributividad: m - (n +p) =m-n+m-p.

Ley de corte: m+n=m+p = n=p,m-n=m-p = n =p.

Dados dos niimero naturales m,n € N, decimos que m es menor que n
(escribimos m < n) si existe p € N tal que p +m = n.

Esta relacion define un orden en N, es decir, son validas las siguientes dos
propiedades, para todo m,n,p € N:

= Transitividad: m <n,n<p = m<p

» Tricotomia: Vale una y solo una de las siguientes alternativas: m <
n,n <m,m =n.



Dado n € N, la notacion [n] indica el conjunto de ntimeros naturales
menores o iguales a n.

Ejercicio 2.1. Muestre que dado un ntimero n € N, no existe p € N, tal que
n<p<n+l.

Teorema 2.1. (Principio de Buena Ordenacién). Sea A C N, no vacio.
Luego A posee un menor elemento, es decir, existe ng € A tal que para
todo n € A se tiene que ng < n.

Prueba. Sil € A entonces 1 sera el menor elemento de A. Si 1 ¢ A considere
el siguiente conjunto

X ={neN:[n CcN\A}

Observemos que 1 € X y que X € N\A = X # N. Luego, el axioma P3
no puede valer para el conjunto X. En particular, existe m € N\ A tal que
m + 1 ¢ N\ A. Claramente m + 1 € A y para todo n < m + 1, se tiene que
n ¢ A. Luego ngp = m + 1 es el menor elemento de A. O

Definicion 2.3. Decimos que un conjunto X es finito cuando es vacio o
cuando existe un numero natural n € Ny una biyeccion f entre [n] y X. Escri-
biendo z; = f(1),29 = f(2),...,x, = f(n) tenemos que X = {1, 29, ..., T, }.
En este caso, decimos que n es el nimero de elementos del conjunto X.
El teorema abajo implica que el nimero de elementos de un conjunto es
una cantidad bien definida, es decir, no depende de la biyeccién particular f
escogida.

Teorema 2.2. Para todo n € N, no existe una biyeccion entre [n] y una
parte propia.

Prueba. Considere el conjunto X de todos los ntimeros naturales n tal que
no existe una biyeccion entre [n] y una parte propia.

El objetivo es probar que X = N. Para probar esto utilizaremos Induc-
cion:

» 1 € X, ya que la tnica parte propia de [1] es el conjunto vacio ) y
claramente no existe una biyeccion entre () y [1].

= Supongamos que n € X. Probaremos que n + 1 € X. Suponga, por
contradiccion, que n + 1 ¢ X. Luego existe una funcion biyectiva f :
[n+1] — A, donde A es una parte propia de [n+ 1]. Tenemos dos casos
a considerar:



en+t+1¢A.
En este caso A es una parte propia de [n] y la restriccion de f a
[n] es una biyeccion entre [n] y A\{f(n+1)}.

en+t+1eA
Sea m € [n + 1] tal que f(m) =n + 1. Luego la funcion ¢ : [n] —

A\{n + 1} definida por g(p) = f(p) si p # m y g(m) = f(n+1),
es una funcion biyectiva entre [n] y A\{n + 1}, parte propia de

Luego, por el axioma P3 tenemos que X = N, es decir, no existe una
biyeccion entre [n] y una parte propia de este, para todo n € N. O

Ejercicio 2.2. Probar que si f : [m| - X y ¢ : [n] = X son biyecciones,
entonces m = n.

Ejercicio 2.3. Mostrar que no existe una biyecciéon entre un conjunto finito
y una parte propia de él.

Ejercicio 2.4. Probar que todo subconjunto de un conjunto finito es finito.

Ejercicio 2.5. Dado un conjunto finito X, probar que una funcion f : X —
X es inyectiva si y solo si es sobreyectiva.

Ejercicio 2.6. Probar que un conjunto X C N es finito si y solo si es acotado
(es decir, existe p € N tal que para todon € X, n < p.)



Capitulo 3

Conjuntos infinitos

3.1. Conjuntos infinitos

Decimos que un conjunto es infinito cuando no es finito. Asi, X es infi-
nito si no es vacio y para todo n € N, no existe biyeccion f : [n] — X.

Del ejercicio 2.6 sabemos que N, al ser ilimitado, es un conjunto infinito.
Tambien es infinito el conjunto de los niimeros pares, y el conjunto de los
ndameros primos.

Ejercicio 3.1. Muestre que si el conjunto X es infinito, existe una aplicacion
inyectiva f: N — X.

3.2. Conjuntos enumerables

Definicién 3.1. Decimos que un conjunto X es enumerable cuando es
finito o cuando existe una biyeccion f : N — X. En este caso, decimos que
f es una enumeracion de los elemntos de X. Escribiendo x; = f(1), 29 =
f(2),...,x, = f(n),... tenemos que

X ={x1,29, ..., T} .
Teorema 3.1. Todo subconjunto infinito X C N, es enumerable.

Prueba. Vamos a construir una funciéon f : N — X biyectiva. Defina f
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inductivamente:

f(1) = menor elemento de X
f(2) = menor elemento de X\{f(1)}

f(n+ 1) = menor elemento de X\{f(1),..., f(n)}

Observe que para todo n € N, el conjunto X\{f(1), ..., f(n)} es no vacio.
Luego, la funcion esta bien definida.

El conjunto de las imégenes esta ordenado, es decir

f)y < fi2)<..<f(n)<fn+1)<..

por lo que f es inyectiva y si existe M € X tal que para todo n € N
f(n) # M, se tiene que para todo n

f(n) <M

por lo que M es una cota superior para el conjunto infinito {f(1), f(2),...}.
Luego f es sobreyectiva. O

Ejercicio 3.2. Considere la funciéon f: X — Y.

= Prueba que si f es inyectiva y Y es numerable, X tambien lo es.
= Prueba que si f es sobreyectiva y X es numerable, Y tambien lo es.

= Pruebe que todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable.

3.3. Familias de conjuntos

Sea L un conjunto, cuyos elementos llamaremos indices y representa-
remos genericamente por A. Supongamos que a cada elemento A € L esté
asociado un conjunto denotado por E).

El conjunto cuyos elementos son los conjuntos F) serda denotado por
{Ex}xer- En este caso decimos que {F)} e es una coleccion de conjun-
tos o una familia de conjuntos.



Definicién 3.2. Dada una familia de conjuntos { F }xe1, definimos la unién
de esa familia al conjunto formado por elementos que pertenecen a al me-
nos uno de los conjuntos F,. Este conjunto es representado por U/\e B\ o
simplemente J Fy. Asi

U E\ ={z: existe A € L tal que x € E\}.
AeL

Analogamente, la interseccién de la familia {F)},cp es el conjunto for-
mado por elementos que pertenecen simultaneamente a todos los conjuntos
E,. Este conjunto es denotado por (7,., £\ o simplemente () Ey. Por lo
tanto,

ﬂE)\:{x: para todo A € L, x € E\}.

AEL

Si L consiste en los naturales 1, 2, ..., n usualmente escribimos

U&:OE:&quU

AEL i=1

ﬂ@:ﬁ&:&nnﬂp

AEL =1

Si L = N, la notaciéon usual es

U@:G&:&u&@wm

AEL 1=1

NEx=()E=En..NEnN..
AeL i=1
Ejercicio 3.3. Sea L = (0,1] == {z € R: 0 < x < 1}. Para todo z € L
defina
E,={yeR:0<y <z}

Calcule los conjuntos | J,.; Ex, (yer, Er-

Definicién 3.3. El producto cartesiano de una familia de conjuntos { E; };¢ 1,
es el conjunto de las funciones f : L — |J E; cuyo dominio es el conjunto de
indices L y sus imagenes son elementos de algiin F;, que cumplen que para
cada i € L se tiene f(i) € E;:

HE@'Z {f:L—>UE,- | para cada i € L, f(i) GEZ}

€L



En particular se destaca el producto cartesiano de una secuencia de con-
juntos Ey, Es, ..., E,, ..., el cual es representado por las siguientes notaciones

HEi:ﬁE,-:Elegx...xEnx...
i€l €1

Los elementos de este conjunto son la secuencias (x1, z, ..., Tp, ...) sujetas a
la condicién de z,, € E,, para todo n € N.

Teorema 3.2. Sea { E; };cn una secuencia de conjuntos infinitos enumerables.
Probar que la unién | J;-, E; es un conjunto infinito enumerable.

Prueba. Considere para cada conjunto F, una enumeracion de sus elementos:

By = {r],13,13,...}
Ey = {23,253, 23,...}

By = {23 o3 23 .}

Los elementos de | J;°, E; pueden ser organizados en una secuencia

1,2 1.3 .2 .1 4 3 .2 1

Esta enumeracion define una funcion sobreyectiva entre Ny (J;=, E; probran-
do que |J;2, E; es infinito enumerable. O

Ejercicio 3.4. Pruebe que el conjunto de los numeros enteros
Z:={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
es enumerable.

Ejercicio 3.5. Construyendo una funcion inyectiva f : N x N — N, pruebe
que el conjunto N x N es enumerable.

Ejercicio 3.6. Considere una coleccion finita de conjuntos enumerables X7, X, ...

Pruebe que el producto cartesiano X; x X5 X ... X X, es enumerable.

Ejercicio 3.7. Considere el conjunto £ formado por las secuencias infinitas
de ceros y unos:

E = {(x1,9,...) : ©,, € {0, 1} para todo n € N}

Este conjunto tambien puede ser visto como el producto cartesiano infi-
nito del conjunto A = {0, 1}, es decir



oo
E:HA:AXAX...XAnX...
i=1
Pruebe que toda funciéon f : N — E| no puede ser sobreyectiva, es decir,
para toda f : N — FE existe x € E tal que para todo n € N se tiene que

f(n) # .

Concluya que el conjunto E es no enumerable.

3.4. R es no enumerable.

Dados a,b € R con a < b, definimos el intervalo cerrado [a,b] como el
conjunto de niimeros reales entre a y b:

[a,b] ={r €R:a <z <b}.

Observe que este conjunto es no vacio.

Ejercicio 3.8. Considere una secuencia de intervalos cerrados {[a;, b;]}52,
encajados, es decir:

[a1,b1] D lag,ba] D ... D [an, by] D ...
= Pruebe que para todo n € N se tiene que a,, < api1 < b1 < by,.
» Sean a = sup{a, : n € N} y b =1inf{b, : n € N}. Probar que a <b.

» Probar que (2,[a;,b;] = [a,b]. En particular, existe z € R tal que
x € [a;, b;] para todo i € N.

Teorema 3.3. El conjunto de los ntimeros reales R es no enumerable.

Prueba. El objetivo es probar que no existe ninguna funciéon entre N y R que
sea sobreyectiva.
Sea f: N — R.
Construiremos inductivamente una secuencia de intervalos cerrados encaja-
dos

[al,bl] > [ag,bg] D...D [an,bn] D

tales que para todo n € N se tiene que f(n) ¢ [a,, by,].
Escoja a1,b; € R tal que f(1) < a; < by.
Dado [ay, b,] C R con a,, < b, escoja ani1,bpt1 € [an,by] con apyq < b1 y



J(n+1) ¢ [ant1, bota].
Del ejercicio anterior sabemos que existe z € R tal que z € [a,, b,] para todo

n € N. En particular x # f(n) para todo n, que implica que la funciéon f no
es sobreyectiva. [



Capitulo 4

Secuencias

4.1. Espacios Métricos

Definicién 4.1. Dado un conjunto X decimos que una funcién d : X X
X — R es una distancia si satisface las siguientes propiedades, para todo
x,y,z € X

« d(z,y) > 0.

w d(z,y) =0 <= =y
= d(z,y) = d(y, x)

s d(z,y) +d(y, 2) > d(z, 2)

En este caso, decimos que el par (X, d) es un espacio métrico.

A través de la definiciéon de distancia daremos rigurosidad a las ideas in-
tuitivas de cercania y proximidad.

Observe que dado un subconjunto ¥ C X, la restriccion de la funciéon d
a Y otorga a este la estructura de espacio métrico.

Ejercicio 4.1. Dado un conjunto X, pruebe que la funciéon d(x,y) = 1 si
x#yyd(r,y)=0six =y define una distancia para el conjunto X. (Esta
es a veces llamada distancia trivial)

Ejercicio 4.2. Considere la funcion valor absoluto |- |: R — R
x siz >0
x| = .
—x sixz <0

20



Pruebe que la funcion (z,y) — |z — y| define una distancia en el conjunto R
de nimeros reales.

4.2. Secuencias y Subsecuencias

Decimos que una secuencia es una funcion f : N — X. Si f(n) = x,
para todo n € N, denotamos a la secuencia f por el simbolo {z,} o por
{1, x9, 23, ...}. Los elementos z,, son los términos de la secuencia.

Como z,, € X para todo n, decimos que {z,} es una secuencia en X o
una secuencia de elementos de X. Note que los elementos {x1, 22, z3, ...} no
necesitan ser distintos.

Los siguientes son ejemplos de secuencias de niimeros reales:

{15, 5,4, .2, ..}

= {1,2,3,4,..m,...}

« {0,1,0,1,0,1,...}

Dada una secuencia {1, s, 3, ...} y un subconjunto infinito N C N,
N={n3 <ng<nzg<..<ng<..}

decimos que {x,,, Tpn,, Tns, ...} €s una subsecuencia de {x1, zs, 3, ...}.

Los siguientes son ejemplos de subsecuencias:

= {

= {1,3,9,..,3* ...} es subsecuencia de {1,2,3,4,..n,...}

11 1 : 111 1
70 63 -t ©s subsecuencia de {1, 5,3, 7,7}

N[

= {0,0,0,0,0,0,...} es subsecuencia de {0,1,0,1,0,1,...}

4.3. Convergencia

Una secuencia {z,} en un espacio métrico X es convergente si existe un
elemento y € X que satisface la siguiente propiedad: Para todo € > 0 existe
no € N, que depende de ¢, tal que para todo n > ng se tiene que d(x,,y) < 0.



En este caso decimos que {x,} converge a y o que y es el limite de {z,}
y escribimos x, — y 0
limz, =yv.

Cuando {z,} no converge decimos que diverge.

Si la secuencia {x,} pertenece a los nameros reales, utilizando la métrica
usual (z,y) — |z — y|, la definicién de convergencia queda:

Para todo € > 0 existe ng(e) € N tal que, sin >ny = |z,—y| <e. (4.1)

De la definicién de convergencia podemos deducir algunas propiedades
bésicas acerca de las secuencias convergentes de ntimeros reales:

Teorema 4.1. Dada una secuencia {z,,} C R se tiene que:

a) Si{x,} — y entonces {x,} es un conjunto acotado.
b) Si{z,} - yy {x,,} es una subsecuencia de {z,}, entonces x,, — .
c) Si{x,} = yy{z,} = ¢ entonces y =1y’

Prueba.  a) Tome € = 1 en (4.1). Luego, para todo n > ng(1) se tiene
|z, —y| < 1. Luego, definiendo M = méax{|x1 —y|, ..., [Tn,—1 — y|, 1} se
tiene que

|z, —y| < M Vn eN

b) Dado € > 0y z,, — y sabemos que existe ng(e) € N tal que para todo
n > ng se tiene |z, —y| < e. Fijada la subsecuencia {z,, }, tome ky € N,
suficientemente grande, tal que ng, > no(€). Luego, para todo k > kg
se tiene que ng > ny, > no(e) por lo que |z, —y| <e.

¢) Suponga, por contradiccion, que y < y'. Tome 0 < € < 3”/779 Luego de
la definicion de convergencia podemos encontrar ng(e) € N tal que para
todo n > ng(e)

|xn - y| S €,
|z, — | <e.
Esto implica que
v-y _ ., Y-y

xn§y+6<y+T:y— <y —e<ux,

2

Esto ultimo es una contradiccion.



Ejemplo 4.1. La secuencia z,, = % es convergente y limx,, = 0. De hecho,
dado € > 0 podemos tomar ny € N, suficientemente grande tal que ng > % (el
conjunto N es ilimitado). Luego para todo n > ng se tiene que z,, = 1/n <
1/ngp < € o escribiendo de otro modo

|z, — 0] <e.

Ejemplo 4.2. Si z,, = n, la secuencia {z,} es ilimitada y por lo tanto, es
divergente.

Ejemplo 4.3. La secuencia {0,1,0,1,0,1, ...} es divergente ya que posee dos
subsecuencias que convergen a limites distintos.

Para secuencias en R, podemos examinar la relaciéon entre convergencia,
por un lado y operaciones algebraicas, por otro lado.

Ejercicio 4.3. Considere las secuencias {s, }, {t,} C Ry suponga lim s, = s,
limt, = t. Entonces,

L. lim(s, +t,) = s+t;

2. lim(cs,,) = ¢s, para todo ¢ € R;

3. lim(s,t,) = st;

4. lim1/s, = 1/s, toda vez que s,, # 0y s # 0.

El siguiente resultado proporciona una condicién suficiente para la con-
vergencia de secuencias.

Teorema 4.2. Toda secuencia {z,} C R limitada y monétona es convergen-
te.

Prueba. Considere {x,} mondtona no-decreciente:

21 L2 < LTy STy <

Sea x = sup{x,}. De la definicion de supremo se tiene que para todo ¢ > 0,
x — € no es cota superior del conjunto {z, }. Luego existe un elemento de la
secuencia {z,} (llamemos a este elemento z,,) tal que, z — ¢ < x,,. Luego,
para todo n > ng se tiene que

T—e<Tp, <y <

Esto ultimo prueba que limz,, = z. O



Teorema 4.3 (Bolzano-Weierstrass). Toda secuencia limitada de ntimeros
reales posee una subsecuencia convergente.

Prueba. Considere {x,} un secuencia de nimeros reales limitada. Dado n €
N, decimos que n es destacado si para todo m > n se tiene que

Ty = T

Considere el conjunto D C N de los ntimeros destacados.

= (Caso 1) El conjunto D es infinito.
En este caso, sea
D = {ny,ns,n3, ..., ng, ...}

una enumeracion de los elementos de D con
ng <ng < ..<ngp <Nk < ...

En este caso la subsecuencia

Ty Trgs ooy Ty Trage g5+

es no-decreciente y limitada (al ser {x,} limitada). Luego, por el teo-
rema anterior, es convergente.

» (Caso 2) El conjunto D es finito.
Sea x,, el primer término de la secuencia a partir del cual ningun
término posterior de la secuencia es destacado. Suponque que la sub-
secuencia esta definida hasta el k-esimo termino

Ty Ty ooy Ty
y que estos satisfacen la relacion

Tpy > Ty > oo > Ty
Sea Ty, , el primer término de la secuencia tal que ny < ngy1y

Ty > Ty -

Este elemento existe ya que z,, no es destacado.
Este procedimiento define una subsecuencia decreciente y limitada, que
por el teorema anterior, es convergente.

]



Capitulo 5

Continuamos deduciendo propiedades sobre secuencias convergentes.

Teorema 5.1. Suponga que las secuencias {z,}, {yn} son convergentes,
limz, = z, imy, =y, vy v, < v, para todo n € N. Entonces, se tiene
que z < y.
Prueba. Suponga, por contradiccion, que z > y. Tome 0 < € < *5%. Luego
de la definicién de convergencia podemos encontrar ng(e) € N tal que para
todo n > np(e)

|xn - .CI?‘ <€,

|yn - y‘ <e
Esto implica que

T —y x —

ynéy+6<y+—2 =x— 2y<x—€§xn.

Luego y, < x,, que contradice la hipotesis. O

Observacion 5.1. Decimo que una propiedad P es vélida para todo n sufi-
cientemente grande cuando lo es para todo n > M para algun M € N.

Por ejemplo, notamos que para el teorema anterior ser valido es suficiente
que x, < y, para todo n suficientemente grande.

Ejercicio 5.1. Muestre que si x, — a y a < b, entonces z,, < b para todo n
suficientemente grande.

Ejercicio 5.2. Muestre que si z,, < vy, < z, para todo n y limz, = lim z, =
a, entonces lim y,, = a.

Ejercicio 5.3. Considere una secuencia {z,} de numeros reales tales que
x, >0 paratodon e Ny

, xn—‘rl
lim
mn

=a<1.

El objetivo de este ejercicio es mostrar que lim x,, = 0.
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x
= Pruebe que L <1 para todo n suficientemente grande. Concluya

n
que {z,} es decreciente a partir de un cierto valor.
= Mostrar que {z,} es convergente.

= Concluir que limz,, = 0.

Ejercicio 5.4. Utilice el ejercicio anterior para demostrar la convergencia de
las siguientes secuencias

k n
/ n e a e
Ilm —=1lim — = lim — =0
n—oo " n—oo n! n—oo N

donde k € Ry a > 0.

Ejemplo 5.1. Dado 0 <a <1, podemos considerar la secuencia

?

$n:Zak:1+a+a2+...+a”.
k=0

Observe que , haciendo b = 1 en la expresion:
a"tt =" = (a—b)(a" +a" b+ a" TP L D),

tenemos que

an-i—l -1
l4+a+ad*+.. +a" =
a—1
Entonces, la secuencia creciente {x,} es convergente ya que
an+1 _ 1 an+1 1 1
lim ——— = lim + = ,
n—o00 a—]_ n%ooa—]_ 1—CL 1-&
por lo que
, 1
lim =
n—o00 1—a

Ejemplo 5.2. Considere la secuencia

=~ 1 11 1
x”:;H:1+1+5+§+'”+H
=0

Observando que

I PR S S (UL A
= ol T3 T T 9 T T T S
concluimos que la secuencia {z,}, al ser creciente y limitada, es convergente.

Este limite es denotado por e,

i 1414+ 4~ 4 Lo
o SRR T



1 n
Teorema 5.2. lim,,_,, (1 + —) =e
n

Prueba. De la formula del Binomio de Newton obtenemos que

1\" < /n\ 1 Ilnn—1 n—k+1
( i n) Z (k) nn=k pare Eln n n (5.1)

<Z—<e (5.2)

Ademas,
Ll "*1_§ n+1 1 = ln+l n n-—k+2
n+1 _k:O k (n—l—l)”“—’“_k:Ok!n+1n+1m n+1 °

Entonces la secuencia {(1 + 1/n)"} es creciente y limitada superiormente y
por lo tanto, convergente. En particular

n—oo

1 n
lim (1 + 5) <e. (5.3)

Por otro lado, tenemos que para todo p < n se tiene

( 1)" P 1nn—-1 n—k+1
1+=) >y == ,
n

kK'n n n
=0
por lo que
1 1nn—1 n—k+1 "1
Ii 1+—) >1 = —.
nggo( +n) nggozk‘n n n —~ k!
Luego,
fm (1+1) > 1 ijl— (5.4)
n1—>Holo E _pi)rgo k*OH—e. '

De la Ecuaciones (5.3) y (5.4) concluimos que

1 n
lim (1 + —) = e.
n—oo n



Ejercicio 5.5. Muestre que para todon € Ny a,b € R se tiene que
an+1 o anrl — (CL - b)<an 4 anflb 4 an72b2 N bn)
Ejercicio 5.6. Muestre que la formula del binomio de Newton

n __ - n n—kik _ n n n—1 n n—212 n
(a + b) _Z(k>a v =a +(1>a b+(2)a [

k=0

es valida para todon € Ny a,b € R.



Capitulo 6

Series

Definiciéon 6.1. Dada una secuencia {z,}, decimos que la serie )z, es la
secuencia formada por las sumas parciales

n
Sy = g Tp =T1+To+ ... +Ty.
k=1

Decimos que la serie Y x,, es convergente cuando la secuencia s, = Y ,_, xy
es convergente.

Ya vimos algunas series convergentes. Sabemos que las series Y a* con
0 <a<1y ) 1/k!son convergentes, con

Observe que si z, > 0 para todo n € N la serie > x,, es convergente si
y solo si existe L € R tal que > ;_, zx < L para todo n € N, es decir si el
conjunto {Y_;_, xx} es acotado.

Utilizaremos este hecho para estudiar la convergencia de la serie ) —.
n

1
Teorema 6.1. La serie ) — s convergente para todo p > 1 y divergente
n

para p < 1.
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Prueba. Supongamos que p >1. En este caso
1 1 1 1 1
ka ka— +(5+5) (5 +5+5)"

TR (I T I (N

v 15¢7 (2n—1y 7T (2 —1)p
SN (L I (I S

o 2P TR TRV TR

Y (I O

) 7 (2n_1)p -t Gy

2 4 8 on— k or—1
_1+§+4p+§+ —|—(2n1 7111_{{)102(217 ) S TS

Luego, la serie Y, _; 7= es convergente.

Sip <1, el conjunto Y ), 7 es ilimitado:

Ll 11 1.1 1 1
Ty (R L
v tiw) o Emrm ot

1 1 1 1 1 1 1 1
> +§+ 4p+4—p + 87’+§+§+8p

+ (%6]? 13@) +ot ((Qi)p o+ (2i>p>
A+

1 2 4 n-l 1 ¢ n
-1+ —4 = -1+ = ok(l-p) > 1 4 2
te et T @y +2; =1+
En este caso >, _, kip es divergente. O

Daremos un criterio de convergencia de series a traves de secuencias de
Cauchy. Decimos que una secuencia {z,} de un espacio métrico (X, d) es de
Cauchy si para todo ¢ > 0 existe ng(e) € N tal que para todo n,m > ng se
tiene que

ATy, ) < €.

Es facil de probar que toda secuencia convergente es tambien una secuen-
cia de Cauchy. La reciproca tambien es verdadera para secuencias de niimeros



reales. De hecho, decimos que un espacio métrico es completo cuando las
secuencias de Cauchy son convergentes.

Ejercicio 6.1. Pruebe que toda secuencia convergente es una secuencia de
Cauchy.

Ejercicio 6.2. Sea {z,} una secuencia de Cauchy, de nimeros reales.
= Pruebe que el conjunto {x,} es limitado.
» Pruebe que {z,} posee una subsecuencia convergente.

» Sea {z,, } subsecuencia convergente de {x,} con limj_,, z,, = x. Prue-
be que lim,, o x, = .

Del ejercicio anterior podemos establecer una condiciéon necesaria y sufi-
ciente para la convergencia de series. La serie Y z,, es convergente si y solo si
para todo € > 0 existe ng(¢) € N tal que para todo m,n € N conm > n > no,

m
E Tk S g.
k=n

Definiciéon 6.2. Decimos que una serie Y z,, es absolutamente convergente
si la serie Y |z,| es convergente.

El proximo teorema prueba que todas las series absolutamente conver-
gentes tambien son convergentes.

Teorema 6.2. Todas las series absolutamente convergentes tambien son con-
vergentes.

Prueba. La prueba de este resultado es muy simple utilizando la condiciéon
de convergencia de Cauchy.

De la convergencia de la serie ) |z,| tenemos que dado £ > 0 existe
no(e) € N tal que para todo m > n > ny,

m
D lakl <e.
k=n

Luego
m m
Zﬂik < Z|$k’ <eg,
k=n k=n

que prueba que Yz, es convergente. ]



Ejemplo 6.1. La serie

n (_1)k+1 1 1 1 (_1)n+1
A I T S
— 2 + 3 4 et n

es convergente pero no absolutamente convergente.

Ejercicio 6.3. Sean {x,}, {y,} dos secuencias de nimeros reales tales que:
L. {>7_,yx} es acotado,
2. La secuencia {x,} es no-creciente
3. lim,, o0z, = 0

El objetivo de este ejercicio es probar que la serie > x,y, es convergente.

» Sea Y, = >}, yp. Mostrar que para n < m

m m—1
Z TrYr = Z Yk(ﬂﬂk - Sl?k+1) — Yo 1Zn + Yo,
k=n k=n

» Utilizando la expresion de arriba y el criterio de Cauchy, muestre que
la serie Y x,y, es convergente.

Ejercicio 6.4. Utilice el ejercicio anterior para mostrar que la serie

Pt B 2 3 4 7 n

es convergente
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